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der À = dar 4 PEL A 


sa hs g Yates 


Le: 


Lé de CS 
arc elite AO NT EN, 


Ga déduut : 


VdetA € À KA 
are daaQitt on: D'= du (y, -.,v)292I Re hzvL. 


CG mme dtAz4, PA UMA VW = A et & noouftak . 
| n SA ante taalilt sc À = T 


Aumoc ! Vn€EO(E) Tqga, quo a ) nn 


Sin= Led, , aûm JT _)= RQQ'sahm Tr, , de onlè que 
P'or puine conclue. : Min Tlqi,gion) =n 
AECE) 


Partie III 


IIL.1.a) La matrice de q est 


n—1 —1 —1 
—1 n—-1 
1 
—] —1 n—-1 
nm 
donc en notant x = ÿ xie;, 
1 
nm 
ga) =D (n-1ai-25 aix; = D (ai ai) 
i=1 i<j 1<J 


Ainsi qo (x) > 0 pour tout x et qo est positive. De plus 


gdir)=0eVi£j m=r; SIkER x =ku 


où üu — (1,1..,1). L'ensemble des vecteurs isotropes est donc la droite Ru. Comme qo est 
positive, elle sera non dégénérée si, et seulement si, elle est définie (utiliser Cauchy-Schwarz), 
et ce n’est pas le cas puisqu'il existe des vecteurs isotropes non nuls. go sera dégénérée. 


IIL.1.b) 
| St] d= L ati dt + ;. Ÿ_2mrjt ti dt 
AE 0 0 


i<j 

n 2? Ti Ts 

_ i 2 LT, . 

Dirt 2 
i=1 i<j 


qi (x) 


qi est une fonction polynômiale homogène de degré 2 des coordonnées x71,...,%n de æ dans une 
base de R”. C’est donc une forme quadratique. Le réel g1 (x) sera positif comme intégrale d’une 
2 


nm . 
fonction positive. Par ailleurs les fonctions t + Le st) étant continues, qi (x) = 0 entraîne 
i=1 


Ce st) = 0 pour tout t, soit D it’ — 0 pour tout t. Le polynôme Ÿÿ° x;t” en t admettant 
i=1 i=1 i=1 
une infinité de racines aura tous ses coefficients nuls, soit x = 0. On a montré que q1 est définie 


positive. 


L'expression vue plus haut montre que la matrice de qg; à pour matrice 


1 sb sl 
3 4 n+2 
1 
Mat (q;B) = | ———— _ 
A RSR RE 
n+2 2n 2n+1 
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Par définition de la loi x, 


donc 


Ga do) Ce) = À (n— 1)a8 Pi dt — D 2m, JAH dt 


i=1 i<j 
LC é . . 
= hf Din 1)ett D mt | dt 
i=1 i<j 
= PC x)" dt = [j 8x (t) dt. 
1<3 


La positivité de q1 * qo est assurée car 5, (t) > 0 pour tout t entraîne fe; Sx (t) dt > 0. Vérifions 
que q1 * go est définie. Si (q1 *xqo) (x) = 0, alors s4(t) = 0 pour tout t € [0,1] (en effet 
l'application t > sx (t) étant positive continue sur [0,1]). Cela entraîne (æit' — xjt ) = 0 et 
donc œ;t° — xjt? — 0 pour tout à £ j. œit* — xjt? est une fonction polynômiale en { admettant 
une infinité de racines, donc ses coefficients sont nuls. Cela fournit x; = 0 pour tout à, soit 
x = 0, et q1 * go est définie. 


IIL.1.c) 
n 
(axaqo)(x) = > (r—1) Qt? — 2 > Gijtit 
i=1 i<j 
—= >, (aix? + ait} = 2ajtit;) —= ee dij (ds: &y) : 
i<ÿ i<j 


La méthode de réduction de Gauss appliquée sur chacune des formes quadratiques q;; sur R? 
donne 
2 2 
&: Qiidjj — 
dij (or) — ii (x: = Has) 7, 2: (+) 

a dii 
On sait que a; > 0 puisque q est définie positive (en effet, ax; — @(e;,e;) où @ est la 
forme bilinéaire associée à q). D'autre part l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à q donne 

2 ; 

fee) <vplese)alése 1e: 0 <a af. 
Finalement 


Aij 7 ji 0 
(ax go) 2) = D las (ai Mr) + 2 
= Qi Qii 
1<J 
et la positivité des coefficients permet d'écrire (q x qo) (x) > O0 pour tout x, et de dire que 
: 2 

(q * qo) (x) = 0 entraîne (x: — 2) = ti = 0 soit x; = x; = 0 pour tous à £ j. D'où x = 0. 
q * go est bien définie positive. 

Remarque : A partir de (q x go) (x) = ÿ2 qij (ti, tj), on aurait pu remarquer plus rapidement 
D i<j 

que chaque 4; est définie positive sur IR? comme la restriction de q, définie positive, au plan 


Vect (e;,e;). q * qo est donc positive, et (q * qo) (x) = 0 entraîne qi; (xi,x;) = 0 pour tous À £ j, 
soit encore x = 0 en se rappelant que les qg; sont eux-mêmes définis. 


IIL.2.a) C’est le théorème du cours : Si q est une forme quadratique de signature (p, q), il existe 
p + q formes linéaires indépendantes |; telles que 


p p+q 
VrER" g(z)= 9 (x) _ ÿ (H(x)). 
3—=1 i=p+1 


T 
Ici q est positive donc de signature (r,0) et l’on aura q(x) = 5 (l;(x))”. Les formes linéires |; 
n 
sont indépendantes et s’écrivent (pour qg1 disons) l; (x) = ÿ° Àjæ; soit 


n 


l; — ÿ Àije; 
j=1 


dans la base duale de B. Les coordonnées de ces formes linéaires sont donc des vecteurs-lignes 
indépendants. 


IIL.2.b) En utilisant la forme polaire de q, 


(qn (es + e;) — qi (e:) — qi(e;)) 
SO ES x) SR 
k=1 k=1 k=1 k=1 


dij = Pi (ei, e;) 


1 
2 
1 
2 


donc 


Gÿbij = 5 ua) 5 0) : 
k=1 


k=1 


Par définition, 


(naxg)(x) = ujbirir; = > (E M) É 77) TiTj 


5j &j \k=I 


= DD rhrlnibtit = 2 ( 7) ë uryrs) 
? J 


ij ki kil 


r S nm 2 
= LE(S un) - 

k=1i=1 \i=1 
IIL.2.c) L'expression de (q1 * g2) (x) obtenue ci-dessus prouve la positivité de q1 *qg2. Supposons 
maintenent que q1 et g2 sont définies positives. Cela signifie que r = s = n. Si (q1 x g2) (x) = 0 
alors 


VRIERT Nr = 0. 
1 


Pour tout { € R”? fixé, 


Mi 
VRER" Nuit) Xi = 0 D (mi) | . |=0. (+) 
mi = 
Ari 


Par hypothèse q1 est définie positive donc les vecteurs-lignes (A1, 52, …., Ain);en, Sont indépen- 
dants. La matrice (A),;; sera inversible tout comme sa transposée, et les vecteurs-colonnes 
intervenant dans (+) seront aussi indépendants. (+) entraîne donc 


Vi ER" pti =0. (++) 


Comme pour tout à € R” il existe au moins un { € R” tel que y; Z 0 (c’est l’hypothèse ” q2 est 
définie positive” qui se traduit par ”la matrice (5), est inversible”) et (x*) entraîne x; = 0. 
En conclusion x = 0 et q1 * g2 est définie positive. 


Autre solution : La condition 


VRIER" Ni = 0 


i=1 
s'écrit 
T1 0 0 
Gil, 2 2 tM =0 
Ha 6 
0 O0 %» 


où L= (Ai), et M = (is), sont de taille n x n et inversibles(puisque q1 et qg2 sont définies 


positives). En multipliant tte égalité à gauche puis à droite par les inverses des matrices L et 
M, on obtient bien x = (0. 


IIL.3) qx = q x q * … * q sera définie positive d’après la question précédente itérée k fois. Pour 
Ix| < 1 on a le développement en série entière : 


— = (1- x)? = La (-) (- : 1) ; (- —k+ 1) (2?) 


soit 
. 1135. ICS 2 
vl- 7 k50 À 
et 
x __. His het) 
7 LL avec GERS où — À 


Soit À = (a). Soit À = (a) la matrice de q, et À’ celle de g'. Q est un espace vectoriel 
normé de dimension finie donc toutes les normes sur Q sont équivalentes et l’on peut choisir 


= a 
i,j 


où (Gi); ; représente la matrice de q. Un suite (p4),de formes quadratiques dans Q convergera 
donc vers une forme quadratique p si, et seulement si, chacun des coefficients de la matrice des 
éléments p, de cette suite converge vers le coefficient correspondant de la matrice de p. De 


! 
A ) ak A2k+1 
k>0 


ll = |), 


on déduit ainsi 


d = S. Ak2k+1 


k>0 


d’où le caractère défini positif de q/ hérité de celui des 2711 compte tenu de ax > 0 pour tout k. 
En effet, on peut aussi normer Q par la norme ||}. des formes bilinéaires symétriques continues 
définie par 


|g (æ)| 


zeRr\{o} |? 


allo = 


Dire que g = S axq211 pour la norme |||| signifie que 
k> 


= (0. 


lim 
K—+0 


K 

! 

qd — ) QkQ2k+1 
k=0 


Puisque toutes les normes sont équivalentes, cela équivaut à 


K 

! 

(6 ) Ak2k+1 
k=0 


et entraîne pour tout x € S"-1 fixé (où S-1 = {x € R°/ [x] =1}) 


= 0 


lim 
K—+00 


(ee) 


= (0. 


lim 
K—+00 


K 
d'(æ) — JS  oxqxr1 (x) 
k=0 


On a donc l'égalité 
+00 
Vres®l gx) = Ÿ _ arqru (x) 
k=0 


dans R. Comme az > 0 pour tout 4 et comme q2+1 est définie positive, g (x) sera strictement 
positif pour tout x € S"-1 et cela équivaut à dire que q/ est définie positive. 


